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Chapitre 1 


Structures algebriques 

1.1 Groupes 

Definition 1.1.1 . 

1. Une loi de composition interne sur un ensemble E est une application de E x E 
dans E . Si f est une telle applieation, on appelle f{x, y) le compose de x ety et on 
convient de noter f{x,y) = x * y, xTy.... Un ensemble E muni d’une loi interne 
* est note {E, *). 

2. On appelle loi de composition externe sur E, de domaine de scalaires V ensemble 
A, une application de Ax E dans E. 


Exemples 1.1.2 . 

1. L ’addition et la multiplication sont des lois internes dans IN* , IN, Z, Q, R, €. 

2. Si E est un ensemble, les operations A etU sont des lois internes dans V{E). 

3. Soient E un ensemble et A{E,E) I’ensemble des applieations de E dans E. La 
composition des applieations est une loi interne dans A{E,E). 

4- La multiplication par un reel est une loi de composition externe dans R, €, R[X], 

qx]. 


5 
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CHAPITRE 1. STRUCTURES ALGEBRIQUES 


Definition 1.1.3 . On dit qu’un ensemble G muni d’une loi de composition interne * 
est un groupe si : 

1. * est associative : Va, h,c E G a * {b * c) = {a * b) * c. 

2. * possede un element neutre (G est done non vide) ; 3e G G, \/a E G, a* e = 
e * a = a. 

3. Tout element possede un symetrique pour * ; Va G G, 3a' E G, a*a' = a' *a = e. 

Si, de plus, la loi * est commutative, cad pour tout a,b E G a * b = b * a ; on dit que 
{G, *) est un groupe commutatif, ou plus souvent, un groupe abelien. 

Notations 1.1.4 On emploie en general la notation a.b, ou plus simplement ab au lieu 
de a *b. On dit alors que le groupe est note multiplicativement . e est alors note 1g ou 
simplement 1, le symetrique a' de a est note a~^ et appele inverse de a. Les relations de 
definition d’un groupe s’ecrivent alors : 

a{bc) = {ab)c, al = la = a, aa~^ = a~^a = 1. 

On emploie aussi, la notation a + b au lieu de a*b, dans le cas oil la loi est commutative 
et on dit que le groupe est note additivement. e est alors note 0, le symetrique de a est 
note —a et est appele I’oppose de a. Les relations ci-dessus s’ecrivent alors : 

a + {b + c), a + 0 = 0 + a = a, a — a = a + (—a) = —a + a = 0. 

Pour a E G et n E Z , on ecrit : 

Si le groupe est note multiplicativement : 

si n > 0 

n 

aP = ' 1 si n = 0 

si n < 0 

■' ^ ^ 

n 

On peut alors verifier qu’on a : 

Va G G, Vm, nEZ, = a"^+” et = a'"''. 
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Si le groupe est note additivement : 

a+ . . . + a si n > 0 

n 

na= I 0 si n = 0 

(—a) + ...(—a) si n < 0. 

'' ^ ^ 

. —n 

On pent alors verifier qu’on a : 

Va G G, Vm, n E Z, ma + na = {m + n)a, m{na) 


= [mn)a. 


Exemples 1.1.5 . 

1. (^, +), (<^, +), (-R, +), (-R+,-)) W+)-)) {{ — l,l})-)sontdesgroupesaheliens. 

2. Soil E un ensemble et A la difference symetrique definie sur V{E) par AAB = 
{A \ B) U {B \ A), pour tout {A, B) e V{E) x V{E) et ou A \ B = {x E E \ x E 
A et X ^ B}. Alors (V{E),A) est un groupe abelien. 

3. Mnxn(R) = {matrices carrees d’ordre n a coefficients dans R} muni de I’addition 
des matrices est un groupe abelien. 

4 . GLn{R) = [A E A4nxn(R) ■ dctA 7 ^ 0} muni de la multiplication des matrices 
est un groupe abelien. 

5. Soit E Ih et Se I’ensemble des bijections de E dans E. Alors Se muni de la 
composition o des applications est un groupe. C’est le groupe symetrique de E. Si 
E = {1, 2, ...n}, on le note Sn- 

Sous-groupes ■. 

Definition 1.1.6 . Soit G un groupe note multiplicativement, et H une partie non vide 
de G. On dit que H est un sous- groupe de G si : 

1. H est stable (i.e \/x, y E H, xy E H). 

2. H muni de la loi induite a une structure de groupe. 


Proposition 1.1.7 . Soit G un groupe note multiplicativement et H une partie de G 
les trois propositions sont equivalentes : 
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1. H est un sous-groupe de G. 

2. i/ 7 ^ 0, Vx, y G H, xy E H] Vx G H, x~^ G H. 

3. H Wx,y G H, xy~^ G H. 

Demonstration. On a evidemment (1) (2) (3). Demontrons done (3) 

(1), ce qui demontrera I’equivalence des trois proprietes. 

Comme H (/}, soit x E H et prenons x = y dans (3) ; alors xx~^ = 1 E H. De meme en 

prenant a; = 1, y = x dans (3) on a = x~^ E H. Aussi xy = x{ii~^)~^ E H . Ainsi 

H est stable. Les axiomes de groupes se verifient alors immediatement. 

Examples 1.1.8 . 

1. {Q, +) est un sous-groupe de {R, +), {a + b\/2 \ a, b E Z} est un sous groupe de 

2. Soit G un groupe, G et {1} sont des sous-groupes de G. Un sous-groupe distinct 
des deux precedents, s’il existe, est appele sous-groupe propre de G. 

3. Soit G un groupe et notons Z{G) = {a E G : \/b E G, ab = ba}. Z(G) est un 
sous-groupe de G appele centre de G. Z(G) est necessairement abelien en tant gue 
groupe. 

4- Une partie H de Z est un sous-groupe si et seulement si il existe n E IN tel gue 
H = nZ = {na \ a E Z}. 

En ejfet, si H = {0}, alors n = 0 ; supposons gue H ^ {0}. R existe un plus petit 
element n > 0 appartenant a H (H n IN* ^ 0 car si x E H , —x E H). Puisgue 
n E H et H est un sous-groupe on a hien nZ C H . D’autre part, si m E H , on 
peut ecrire : 

m = nq + r, q E Z, 0 < r < n 

mais m — qn E H , done r E H , ce qui entraine r = 0 puisque n est le plus petit 
entier strictement positif et appartenant a H , done H = nZ . 

5. L ’ensemble des matrices carrees d’ordre 2 a coefficients dans R de determinant 
egal a 1 est un sous-groupe de GLn{R). 


Proprietes 1.1.9 . 
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1. Si G est un groupe, une famille de sous-groupes de G, alors Q Hi est un 

i£l 

i=k 

sous-groupe de G. En particulier si G = Z , Hi = riiZ,...,Hk = n^Z ; alors Q riiZ 

i=l 

est un sous-groupe de Z, il est done de la forme mZ avec m & IN. On peut verifier 
facilement gue m est le ppcm de ...,Uk. 

2. II est a noter gue la reunion de deux sous-groupes n’est un sous-groupe gue si I’un 
d’entre eux est inclus dans V autre. 

3. L’ensemble des puissanees aZ de a, n E Z, est un sous-groupe de G. C’est le plus 
petit sous-groupe de Z gui contient a et est appele sous-groupe engendre par a. 

Homomorphismes de groupes ■. 

Definition 1.1.10 . Soient G,G' deux groupes, f une applieation de G dans G' . On dit 
gue f est un homomorphisme de G dans G' si : 

\/x,yeG, f{xy) = f{x)f{y). 

Si de plus f est bijectifi on dit gue f est un isomorphisme de groupes, siG = G' on dit gue 
f est un endomorphisme de G ; un endomorphisme bijectif s’ appelle un automorphisme. 
On appelle noyau de f, et on note Kerf, V ensemble : 

Kerf = {x eG : f{x) = 1g'}- 

On note aussi Imf I’ensemble f{G), on a : 

Imf = {y E G' / 3x E G, y = f{x)}. 


Examples 1.1.11 . 

1. a etant un element du groupe G, I’application x — > a~^xa de G dans G est un 
homomorphisme. 

2. Soit G un groupe note multiplicativement et x E G. L’application n — > x” est un 
homomorphisme de Z dans G. 
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Proposition 1.1.12 . Soient G et G' deux groupes et f un homomorphisme de G dans 
G' . On a les propositions suivantes : 

1. f(l)=l. 

2. ^xeG, f{x-^) = {f{x))-\ 

3. L ’image de tout sous-groupe de G est un sous-groupe de G' . En particulier Imf 
est un sous-groupe de G'. 

4- L’image reciprogue d’un sous-groupe de G' est un sous-groupe de G. En particulier 
Kerf est un sous-groupe de G. 

5. f est injective si et seulement si Kerf = {!}■ 


Demonstration. 1) decoule immMiatement de I’^alite /(1)/(1) = /(l.l) = /(I) = 
/(l).l. 2) Pour tout X e G on a f{x)f{x~^) = f{xx~^) = f{x~^x) = f{x~^)f{x) = 
/(I) = 1. 3) Si H est un sous-groupe de G, alors f{H) 0 car 1 = /(I G f{K^ ; de plus 
pour tout fill) et f{h') e f{H) on a f{h){f{h'))~^ = f{h)f{h'-^) = f{hh'~^) G f{H). 4) 
idem que dans 3). 5) Supposons que Kerf = {1} et soient x,y E G tels que f{x) = f{y). 
II en resulte que f{x){f{y))~^ = 1 cad f{xy~^) = 1 et xy~^ G Kerf, d’ou x = y et f 
est injective. Inversement, si / est injective et a; G Kerf ; on a f{x) = 1 = /(I) et par 
suite a; = 1. 


Groupes symetriques 

On a deja vu que I’ensemble des applications bijectives S{E) d’un ensemble dans lui 
meme constitue un groupe pour la composition des applications (notee o). On designe 
par Sn cet ensemble si E = {1, et on appelle ses elements des permutations. On 

convient d’ecrire si u G 


a = 



2 

a(2) 



Dans la suite on emploie plutot la notation multiplicative : ai o a 2 est notee cti(T 2 . 

On appelle transpostion toute permutation a de pour laquelle il existe deux elements 
distincts i,j de {1, tels que a(i) = j, a{j) = i et a{k) = k pour tout k 7 ^ i,j. Si 
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Ton note cette transposition, on a : 



II en resulte que TijTij = idE, cM que J = Tij. 


Proprietes 1 . 1.13 . 


1. Toute permutation a G Sn s’ecrit comme produit fini de transpositions. A titre 

1 2 3 4 5 ' 


d’exemple, dansS^, la permutation a = 


peut s’ ecrire ri,2r2,3T3,5'T5,4- 


2 3 5 1 4 

\ / 

La precedente eeriture n’est pas unique. Mais la parite du nombre de transpositions 
figurant dans toute decomposition d’un element a E Sn est la meme. 


2. La signature d’une permutation a, notee e{a), est V application e : Sn — > { — 1 , 1 } 
definie par e{a) = 1 si la permutation a est produit paire de transpositions et 
e{a) = —1 sinon. La signature e est un homomorphisme de groupes cad e(ar) = 
e(a)e(r) pour toutes permutations a, r. 

3. Si A = {oij) G A4n{lK), le determinant de A est donne par la formule : 


detA ^ • • •®n,(j(n) • 

<y^Sn 

Pour une matrice A = (ajj)ij G AAfilLC), on a : 


detA — 011022^33 + 013021032 + O12O23O31 — O12O21O33 — 013022031 — 011023032, 


en tenant compte du fait que S3 = {/ci, ri,3T3,2, ri,2T2,3, ti,2, ti,3, T2,3}- 


1.2 Anneaux 

Definition 1 . 2.1 . On dit qu’un ensemble A muni de deux lois de composition internes 
+ et . est un anneau si : 


1. (A, +) est un groupe abelien. 
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2. La multiplication est associative et distributive par rapport a V addition + 

x{yz) = {xy)z, x{y + z) = xy + xz et {y + z)x = yx + zx. 

Si de plus la multiplication est commutative on dit que A est un anneau commutatif. S’il 
existe un element neutre , note 1a, pour la multiplieation, A est dit unitaire. 

Remarques 1.2.2 . 

1. Sauf mension explicite du contraire, tous les anneaux consideres par la suite sont 
supposes etre unitaires. 

2. Si A est un anneau, alors 1a 0, sauf si A = {0}. 

Exemples 1.2.3 . 

1. {Z, +, .) est un anneau commutatif, I’element unite etant 1. De meme {ZfnZ, +, .) 
est un anneau commutatif fini a n elements, I’element unite est 1. 

2. Q, R, € sont des anneaux commutatifs. 

3. Mnxn(R) = {matrices carrees d’ordre n a coefficients dans R} muni de I’addition 
et de la multiplication des matrices est un anneau. 

4- Si A, B sont deux anneaux. Ax B est un anneau pour les lois produits, I’element 
unite est (1a, 1b)- 

5. (P(E), A,n) est un anneau commutatif. L’element unite est E. 

Regies de ealeul dans un anneau. ■. 

Si A est un anneau, alors : 

1. x{y — z) = xy — xz, {y — z)x = yx — zx. 

2. Dx = xD = 0, x{—z) = —xz = {—xz). 

3. Formule du binome. 

On remarque que {x + y)"^ = x“^ + xy + yx + y'^ ^ x^ + 2xy + y"^ en general. Mais 
si a; et y commutent {xy = yx), alors on a : 

k=n 

{x + y)" = x" + + ... + + a" = i: c;a:"-'=a‘’. 

fc =0 



1.2. ANNEAUX 


13 


Sous-anneaux 

Definition 1.2.4 . Soil (A, +, .) un anneau et B une partie de A. On dit que B est un 
sous-anneau de A si : 

1. B est stable pour les deux lois + et .. 

2. 1a e B. 

3. B muni des deux lois induites + et . a une structure d’ anneau. 

Proposition 1.2.5 . Soit (A, +, .) un anneau et B une partie de A. B est un sous- 
anneau de A si et seulement si 

1. Va, b E B a — b E B. 

2. 1a e B. 

3. Wa, b E B ab E B. 

Homorphismes d’anneaux-. 

Definition 1.2.6 . Soient A et B deux anneaux et h : A ^ B une application. On dit 
que h est un homomorphisme d’anneaux si : 

1. Vx, y E A h{x + y) = h{x) + h{y). 

2. Vx, y E A h{xy) = h{x)h{y). 

3. h{l) = 1. 

Si de plus, h est bijective, on dit que h est un isomorphisme d’anneaux. 

Remar qnes 1.2.7 . 

1. Un homomorphisme h d’anneaux est en particulier un homomorphisme de groupes. 
C’est ainsi que I’image h{A') d’un sous-anneau A' de A est un sous-groupe qui 
contient 1 en vertu de (3). De plus h{A') est stable pour la multiplication d’apres 
(2), ce qui fait de h{A') un sous-anneau de B. 
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2. L’ensemble J = {x & A / h{x) = 0}, qui Test autre que le noyau de h, est un 
sous-groupe de A qui possede la propriete partieuliere : \/x & J i \/a E A, xa G 
JT et ax E J , puisque f{xa) = f{x)f{a) = 0 et f{ax) = f{a)f{x) = 0. Un sous- 
groupe J d’un anneau A qui verifie une telle propriete s’appelle un ideal bilatere 
de A. 

Exemples 1.2.8 . 

1. Soit P une matriee carree inversible et h : {Mn{R), +, .) — ^ {Mn{R), +, •)? I’appli- 
eation qui fait eorrespondre a A, la matriee PAP~^ . h est un automorphisme de 
Mn{R), appele V automorphisme de ehangement de bases. 

2. Soit Aun anneau et h I’applieation 

h: Z ^ A 
n u.Ia 

est un homomorphisme d’anneaux. h est injeetif si et seulement si Kerh = {0} et 
dans ee eas h{Z) = {m.lA, m E Z} est isomorphe a Z. Si h Test pas injeetif, 
alors il existe n > 0 tel que Kerh = nZ . L’entier n s’appelle la earaeteristique de 

A. 

1.3 Corps 

Definition 1.3.1 . On dit qu’un ensemble IK muni de deux lois de eomposition internes 
+ et . est un eorps si : 

1. {IK,+,.) est un anneau, Ik ^ 0. 

2. yx E IK, 3x' E IK, xx' = x'x = Ik- 

Si de plus, la multiplieation est commutative, on dit que IK est un eorps eommutatif. 

Remarques 1.3.2 . 

1. Si IK est un eorps, IK muni de la multiplieation est un groupe. Et ainsi, IK est 
eommutatif si et seulement si IK est abelien. 
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2. Dans un corps IK, si xy = 0, alors x = Q ou y = Q (un anneau verifiant cette 
propriete est dit integre). En ejfet, supposons que xy = 0 et x ^ 0. De ^{xy) = 
{^x)y = 0 on tire y = 0. 

Exemples 1.3.3 . 

1. Q, R, € sont des corps commutatifs pour les lois usuelles. 

2. Q[i] = {a + ih / a, h eQ} est un corps commutatif. 

3. ZjnZ est un corps si et seulement si n est premier. 

4 . tout corps fini est commutatif. 

Definition 1.3.4 . Soit IK un corps et F une partie de IK. On dit que F est un sous- 
corps de IK si : 

1. F est un sous- anneau de IK. 

2. Va e F*, a~^ e F* . 

Examples 1.3.5 . 

1. Q est un sous-corps deQ[i] qui est lui meme un sous-corps de R. 

2. Q et Z/pZ n’ont pas de sous-corps propres. 

Proposition 1.3.6 . Soient IK et IK deux corps commutatifs et f un homomorphisme 
de IK vers IK . Alors f est injectif. 

Demonstration. Soit x G Kerf tel que x ^ 0. x etant inversible, on a 1 = /(I) = 
f{xx~^) = f{x)f{x~^) = 0, ce qui est impossible; done Kerf = {0} et / est injectif. 

Remar qnes 1.3.7 . 

1. Soit IK un corps commutatif. Alors comme pour R et €, on peut definir d’une 
maniere identique : L ’anneau des polyndmes IK[X] a coefficients dans IK. L ’element 
neutre est 0 = (0, ..., 0, ...) et I’element unite est (1, 0, ..., 0, ...). 

2. L’ensemble des matriees carrees Alnxn(-®0 ® coeffieients dans IK muni de I’addi- 
tion et de la multiplication des matriees est un anneau non commutatif des que 
n> 2. 
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Chapitre 2 

Espaces vectoriels 


Dans ce chapitre et dans les snivants, K designera nn corps commntatif qnelconqne 
(le pins sonvent IK = R on (D). 

2.1 Generalites 

Structure d’espace vectoriel 

Definition 2.1.1 . On appelle espace vectoriel sur IK ou encore IK-espace vectoriel, tout 
ensemble E muni de deux lois : 

1. Une loi interne appelee addition, notee + telle que (E, +) soit un groupe abelien. 

2. Une loi externe qui d tout couple {\,x) E IK x E fait correspondre un element de 
E note \.x, cette loi verifiant les quatres proprietes suivantes : 

(a) \/x E E 1.x = X 

(b) \/\ElK 'ix,y E E \.{x + y) = \.x + \.y 

(c) VA, y E IK 'ix E E {\ + y) .x = X.x + y.x 

(d) VA,p E IK ^x E E {Xy).x = X.{y.x) 

Les elements de E s’appellent vecteurs, ceux de IK scalaires. 

Examples 2.1.2 . 


17 
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CHAPITRE 2 . ESPACES VECTORIELS 


1 . Les ensembles Ei, E2, E^, respectivement des vecteurs de la droite, du plan et de 

respace de la geometric elementaire munis des operations classiques : {x,y) — > x+y 
et {\,x) \.x sont des espaces vectoriels reels. 

2 . Soit IK^ I’ensemble des n-uplets {ai,a2, ...an) d’elements de IK. Munissons IPP 
des lois suivantes : 

- Une addition definie par (ai, 0:2, o;n) + (/ 9 i, P2, ■■■, Pn) = (tti+/ 9 i, C(2+P2, ■■■, «n+ 

Pn) 

- Une loi externe definie par : A(o;i, 0:2, •••, ctn) = (Aai, Aq; 2, Aa^) 

R est facile de verifier que {EC, +, .) est un espace vectoriel sur E(. 

3 . L’ensemble A 4 n{E() des matrices carrees d’ordre n a coefficients dans EC est un 
EC- espace vectoriel. Les lois sont definies par : 

{^i,j} A {^i,j} C ^iyp ^{^iq} {^^^q} 

4. Si E et F sont des espaces vectoriels sur EL, on peut munir E x F d’une structure 
naturelle de EC-espace vectoriel, en definissant ainsi les operations : 

V(a;, y), {x' , y') e E x F {x, y) + {x' , y') = {x A x',y + y') 

A{x, y) e E X F A\e EC \.{x,y) = {\.x, \.y) 

L’ensemble E x F muni de ces deux lois s’appelle I’espace vectoriel produit de E 
par F. 

5 . L ’ensemble EC[X] des polynomes a coefficients dans EC muni des lois classiques : 
{P,Q) ^ P + Q et (A, P) \.P est un espace vectoriel sur EC. 

6. Soit D un ensemble quelconque, et A{D, EC) I’ensemble des applications de D dans 
EC. Munissons A{D, EC) des lois suivantes : Pour tout f,g& A{D, EC) et \ ^ EC 

f Ag:x ^ f{x) + g{x), X.f : x ^ X.f{x) 

R n’est pas difficile de verifier que A{D, EC) muni de ces deux lois A{D, EC) est un 
espace vectoriel sur EC (appele espace des applications de D dans K). 

On peut noter les cas particuliers suivants : 

(a) D = EC, EC = R, A{D, EC) est I’espace vectoriel reel des suites reelles. 
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(h) D = IN, IK = €, A{D, IK) est I’espace vectoriel complexe des suites complexes. 

(c) D C R, IK = R, A{D, IK) est I’espace vectoriel reel des fonctions numeriques, 
de variable reelle, definies sur le domaineB. 

Calcul dans un espace vectoriel : 

La proposition suivante montre qu’il n’y a absolument aucune surprise et que I’on 
calcule en fait comme dans toute structure algebrique classique. 

Proposition 2.1.3 . 

1. Vx, y & E, & IK, \{x — y) = Xx — Xy. 

2. VA e IK, AO = 0. 

3. yy e E, A e IK, X{-y) = -Xy. 

4 . VA, y ^ IK, yx E E , (A — y)x = Xx — yx. 

5. V/i E IK, yx E E, {—y)x = —yx. 

6. yx E E, O.a; = 0. 

7. yx E E, yx E IK, Ax = 0 A = 0 ou X = D. 

Preuve. 1). On a A(x — y) + Xy = A((x — y) +y) = Ax. 2) On fait x = y dans (1). 3) 

On fait X = 0 dans dans 1). 4) On a (A — y)x + yx = ((A — y) + y)x = Xx. 5) On fait 

A = 0 dans 4). 6) On fait X = y dans 4). 7) En effet, supposons que Ax = 0. Si A = 0 , 
on a gagne. Sinon A est inversible dans le corps IK et on a par multiplication par A“^ : 
A“^(Ax) = A“^0 = 0, d’ou 1.x = 0, i.e x = 0. 

Sous-espaces vectoriels 

Definition 2.1.4 . Soit {E, +, .) un espace vectoriel sur IK et F une partie non vide de 
E. On dira que F est un sous- espace vectoriel de E (en abrege s.e.v) si : 

1. F est stable pour les deux lois + et . 

2. F muni des deux lois induites + et . est un IK- espace vectoriel. 
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Proposition 2.1.5 . Soit {E, +, .) un espace vectoriel sur IK et F une partie non vide 
de E. F non vide d’un IK-espace vectoriel E est dite sous-espace de E si, et seulement 
si, les deux conditions suivantes sont realisees : 

1. {F, +) est un sous-groupe de {E, +). 

2. W\ e IK Wx e F \.x e F. 

Theoreme 2.1.6 . Soit F une partie non vide d’un IK-espace vectoriel E. Les proposi- 
tions suivantes sont equivalentes : 

1. F est un sous-espace vectoriel de E. 

2. 'ix, y & E, VA, y & IK, Xx + yy & F . 

Preuve. II est clair que 1) 2). Inversement, supposons qu’on ait 2). Prenons A = 1 

et y = —1. alors x E F et y E F entrainent que x — y E F. Done F est un sous-groupe 
additif de E. Prenons ensuite y = D. Alors A G IK et a; G -F entrainent Xx E F. 

Exemples 2.1.7 . 

1. Soit E un IK-espace vectoriel. Les parties {0} et E sont des sous-espaces vectoriels 
de E appeles sous-espaces triviaux. 

2. Soit n E IN. L ’ensemble IKn[X] des polynomes a coefficients dans K de degre 
inferieur ou egal a n est un s.e.v de v de IK[X]. 

3. L ’intersection quelconque d’une famille de s.e.v d’un IK-espace vectoriel E est un 
s.e.v de E. 

4 . L’analyse fournit de nombreux exemples de s.e.v de A{I, R), ou I est un intervalle 
de R. Entre autres : 

(a) L’ensemble C{I,R) des applications continues sur I . 

(b) L’ensemble V{I,R) des applications derivables sur I . 

(c) Pour tout n > 1, I’ensemble T>n{I,R) des applications n fois derivables sur 
I est un sous-espace vectoriel de A{I,R). L ’intersection de tous ces sous- 
espaces vectoriels est un sous-espace vectoriel note V°°{I, R), espace vectoriel 
des fonctions indefiniment derivables sur I . 
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(d) Pour tout n > 1, I’ensemble Cn{I, R) des applications Cn sur I . 

5. II y a evidement des parties de IK-espaces vectoriels qui ne sont pas des sous-espaces 
vectoriels. Notons en particulier : 

(a) L’ensemble des polynomes de degre exactement n n’est pas un sous-espace 
vectoriel de 1K[X]. 

(b) L ’ensemble des fonctions positives ou nulles (resp. negatives ou nulles) definies 
sur une partie D de R, n’est pas un sous-espace vectoriel de A{D, R). 

Sous-espace engendre par une partie 

Definition 2.1.8 . Soit (xi, ...,Xn) un systeme fini de vecteurs d’un IK-espace vectoriel 
E. Un vecteur x E E est dit combinaison lineaire des vecteurs xi,...,Xn si I’on peut 
trouver un systeme (Ai,..., A„) de scalaires, tel que 

X = Ai^i + ... + XnXn- 

Les scalaires A* sont nommes coefficients de la combinaison lineaire x. 

Examples 2.1.9 . 

1. Le vecteur 0 est combinaison lineaire de toute famille finie de vecteurs, les coeffi- 
cients etant nuls. 

2. Tout vecteur x est combinaison lineaire de tout systeme de vecteurs contenant x, 
le coefficient de x etant 1, tous les autres egaux a 0. 

3. Dans I’espace vectoriel IK^ sur le corps IK, soit le triplet (61,62,63) oil 61 = 
( 1 , 0 , 0 ), 62 = ( 0 , 1 , 0 ), 63 = ( 0 , 0 , 1 ). Tout vecteur (a,b,c) de IK^ est combinaison 
lineaire des vecteurs 61, 62, 63 car : (a, b, c) = aei + bc2 + 663 

Theoreme 2.1.10 . Soit (xi, ...,Xn) un systeme fini de vecteurs d’un IK-espace vectoriel 
E. L’ensemble F des combinaisons lineaires des vecteurs X\,...,Xn est un s.e.v de E ; 
c’est le plus petit s.e.v (pour Tinclusion) de E contenant les vecteurs x\, ...,Xn- F est dit 
sous-espace engendre par les vecteurs x\, ...,Xn et il est note : 

F =< xi, ...,Xn >= {x E E / 3 Ai, ...A„ E IK, x = Ai^i + ... + A„a;„} 
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Preuve. Partons de deux elements de F : 


X = aiXi + ... + anXn , y = (3\Xi + ... + (SnVn 

Quels que soient les scalaires a et /?, on a : 

ax + j3y = (aai + PPi)xi + ... + {aan + PPn)xn 

On obtient une combinaison lineaire du systeme propose, done un element de F qui est, 
par consequent, sous-espace vectoriel de E. 

F contient evidemment chacun des Xi du systeme {xi,...,Xn). D’autre part, tout sous- 
espace, contenant les vecteurs x\, ...,Xn, doit contenir aussi la somme \iXi + ...XnXn pour 
tout scalaires Ai,...,A„. Un tel sous-espace contient done F qui est, par consequent, le 
plus petit sous-espace contenant les vecteurs Xi, ...,Xn. 

Definition 2.1.11 . un systeme fini (xi, ...,Xn) de veeteurs d’un IK-espaee veetoriel E 
est dit generateur de E ( ou aussi engendre E) si E =< xi, ...,Xn >■ En d’autres termes : 

Wx G U, 3Ai, ..., A^ G IKj I X = A^xi X^iX^. 


Examples 2.1.12 . 

1. IK^ est engendre par les n-uplets {1,0,0, ...,0), (0, 1, 0, ..., 0), ..., (0,0,0,...,!). 

2. Soit n un entier. Dans A{R, R) les fonetions 1, x, x‘^,...,x"' engendrent le sous- 
espaee vectoriel des fonetions polyndmiales de degre inferieur ou egal a n. 

Theoreme 2.1.13 . Soit A une partie d’un IK-espaee vectoriel E. L’ensemble H des 
combinaisons lineaires finies d ’elements de A est un s.e.v de E ; e’est le plus petit s.e.v 
(pour I’inclusion) de E contenant A. H est dit sous-espace engendre par la partie A, il 
est note : 

< A >= {x E E / 3n > 1, Ai, ...A„ G lK,xi, ...Xn E E x = Ai^i -I- ... -I- A„a;„} 

Examples 2.1.14 . 

1. 1K[X] est engendre par la partie {1, X, ..., X^, ....} . 
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2. Soient {En) une suite croissante de s.e.v d’un IK-espace vecrtoriel E. Si est 
un systeme generateur de En, alors E = GnEn est un s.e.v de E admettant UnGn 
comme partie generatrice. 

Partie libre - Partie liee 

Definition 2.1.15 . 

1. On dit gu’un systeme fini {xi,...,Xn) de vecteurs d’un IK-espaee vectoriel E est 
libre si toute combinaison lineaire de X\, ...,Xn est triviale cad : 

Si Ai , \n E IK tels gue \\Xi + ... + A„a;„ = 0 , alors Ai = ... = A„ = 0. 

2. On dit gu’un systeme fini (xi, ...,Xn) de vecteurs d’un IK-espace vectoriel E est lie 
s’il n’est pas libre. Ce gui revient a dire gu’il existe des scalaires Ai, ..., A„ non tous 
nuls tels gue : 

Aia^i + ... + XnXn = 0. 


Proprietes 2.1.16 . 

1. Tout vecteur non nul est libre. 

2. Tout systeme contenu dans un systeme fini libre est libre. 

3. Tout systeme contenant le vecteur nul est lie. 

4 . Tout systeme fini contenant un systeme lie est lie. 

Proposition 2.1.17 . Soit E un IK-espace vectoriel. Le systeme {xi,...,Xn) est lie, si 
et seulement si, Tun au moins des vecteurs Xi s’ exprime comme combinaison lineaire 
des autres vecteurs. 

Preuve. Supposons que le systeme [xi,...,Xn) est lie, il existe done un systeme 
(Ai, ..., An) de scalaires non tous nuls tel que AiXi + ... + \nXn = 0. Soit alors A* 7 ^ 0, il 
est inversible dans IK et on pent ecrire : 

Xi = Aj ^Ai^i + ... + Aj + Aj + ... + Aj ^\nXn- 
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Inversement I’autre implication est evidente. 


Definition 2.1.18 . 

1. On (lit qu’une partie A d’un IK-espace vectoriel E est litre si tout systeme fini 
d’ elements distinets de A est litre, edd : 

Vn > 1, Vxi, ...,Xn G A, VAi, An G IK tels que \\Xi + ... + \nXn = 0 , on a : 

Ai = ... = An = 0. 

2. On dit qu’une partie A de E est Me si elle n’est pas litre. Autrement dit, il existe 
un systeme fini de vecteurs de A qui soit lie. 

Examples 2.1.19 . 

1. La partie {1, X, ..., X”, ....} est litre dans 1K[X] 

2. La partie formee des applieations fn definies par fn{x) = e”* est litre dans A{R, R) 

2.2 Espaces vectoriels de dimension finie 

Definition 2.2.1 . 

1. On appelle espace vectoriel de dimension finie tout espaee veetoriel engendre par 
un systeme fini de vecteurs. Dans le cas contraire on dit que I’espace vectoriel est 
de dimension infinie. 

2. Un systeme {x\, ...,Xn) de vecteurs d’un IK-espace vectoriel E est dit tase de E si 
{xi,...,Xn) est litre et generateur E. 

Examples 2.2.2 . 

1. Une tase de ILO est ...,R), (0, 1, 0, ..., 0), ..., ...,1) ; elle est dite tase 

canonique de HO . 
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2. Les polynomes 1, X , forment une base de Vespace vectoriel IKn[X] des 

polyndmes de degre inferieur ou egal d n. 

3. Si E et F sont deux espaees vectoriels de bases respeetives (ei, ..., Cn) et {fi, fm), 
alors E X F admet pour base (ei, 0^), •••, (cn, 0^), (0^;, /i), ...(0^;, fm)- 


Remarques 2.2.3 . II ne faudrait pas croire que tous les espaees vectoriels sur un corps 
IK soient de dimension finie. L’exemple le plus simple est IK[X], en effet supposons que 
IK[X] est engendre par Pi,...Pr- Si n est le plus haut degre des polyndmes Pi,...Pr, le 
polyndme ne peut s’ecrire comme combibaison lineaire des vecteurs Pi,...,Pr- II 

s’en suit que IK[X] ne peut pas etre engendre par un nombre fini de polyndmes. 

Le lemme suivant est fondamental. II nous permettera de montrer que toutes les 
bases d’un IK-espace vectoriel sont constituees du meme nombre de vecteurs. Ce nombre 
s’appellera dimension de I’espace. 

Lemme 2.2.4 . Soit E un IK-espace vectoriel engendre par le systeme (ci, ..., e^) et soit 
(/i, ...,fm) un systeme de vecteurs de E. Si m > n, alors (/i, est lie. 

Preuve. La demonstration se fait par recurrence sur n. Soit m > n. 

Cette propriete est vraie pour n = 1, car si (/i,/ 2 ) sont deux vecteurs d’un espace 
vectoriel engendre par ci, il existe Ai et A 2 tels que : 

fi = AiCi et /2 = A 2 Ci. 

Si les deux coefficients sont nuls, alors le systeme est lie. Sinon, on a A 2/1 — A 1/2 = 0 et 
le systeme est lie. 

On suppose la propriete vraie pour n — 1 et on la montre pour n. Soit (/i, ...,fm) un 
systeme de vecteurs d’un espace vectoriel engendre par (ci, ..., e^), avec m > n. On peut 
ecrire 


Vi = 1, ..., m fi = OiCi + Qi, avec Oj G IK et gi G< 62 , ...e„ > . 
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Si tous les tti sont nuls, alors les vecteurs fi G< 62 , •••, e„ > pour tout i = 1, D’apres 
I’hypothese de recurrence, le systeme (/i, est lie. 

Sinon, I’un des a* est non nul, par exemple ai. Dans ce cas on a : 

fll/2 — <22/1 62, e„ >, ai/m — Om/l G< 62, Cn > ■ 

Orm — 1 >n — 1 done I’hypothese de recurrence s’applique : ils sont lies. Par suite il 
existe des coefficients A* non tous nuls tels que : 


A2 (Oi/2 ~ O 2 / 1 ) + ••• + Am(ai/m ~ O-mfl) ~ 0. 


II s’ensuit que 


— (A202 + ••• + + ^20-lf2 + ••• + ~ 0. 

Comme I’un des coefficients AjOi 7 ^ 0, le systeme (/i,...,/^) est lie, ce qui acheve la 
demonstration. 

Theoreme 2.2.5 . 

1. Tout IK-espace vectoriel de dimension finie admet au moins une base. Plus preeisement, 
tout systeme generateur fini contient au moins une base. 

2. Routes les bases d’un IK-espace vectoriel E ont le meme nombre de vecteurs. Ce 
nombre s’appelle la dimension de E et se note dimE. 

Preuve. 1) Existence d’une base. Si (ci, ...€„) engendre E et si ce systeme est libre, 
il forme une base. S’il est lie, I’un des vecteurs, par exemple est combinaison lineaire 
des autres vecteurs. Il n’est pas difficile de voir que, dans ce cas, le systeme (ci, ...e„_i) 
engendre E. On here le precede jusqu’a obtenir un systeme generateur libre. Cette 
methode est constructive. 

2 ) Soient (ci, ...e„) et (/i, ..., fm) deux bases de E. Alors on a d’apres le lemme 1.5.4 : 

(ci, ...Cn) est generateur de E et (/i, ..., fm) est libre dans E, done m < n, 

(ci, ...Cn) est libre et (/i, ..., fm) est generatenr, done n <m. 

Theoreme 2.2.6 . Soient E un IK-espace vectoriel de dimension finie n. 
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1. Tout systeme libre de E ay ant n vecteurs est une base. 

2. Tout systeme generateur de E ay ant n vecteurs est une base de E. 

3. Soit F C E un sous-espace vectoriel de E. Alors F est de dimension finie, dimF < 
dimE et il y a egalite si et seulement si F = E 

Preuve. 1) Soit (ei,...,e,i) un systeme libre de E, montrons qu’il est generateur de 
E. Soit X E E,\e systeme (x, ei, ..., e^) est lie d’apres le lemme 1.5.4. II existe done un 
systeme de scalaires non tons nuls (A, Ai, ..., An) tel que : 

\x -|- A^ei -|- ... -|- An^n “ O’ 

Le scalaire A est forcement non nul, car sinon Ai = ... = An = 0 compte tenu de la liberte 
du systeme (ei, ..., Cn). Par suite on peut ecrire : 


X — —(A ^AiCi + ... + A ^AnCn). 


Done (ei, ...Cn) engendre E. 

2) Soit (ei,...,en) un systeme generateur de E, montrons qu’il est libre dans E. Si le 
systeme (ei,...,en) est lie, alors I’un des vecteurs est combinaison lineaire des autres 
vecteurs; soit par exemple Ci. Dans ce cas le systeme (c 2 , ...en) est generateur de E, ce 
qui est contradictoire en tenant compte dn lemme 1.5.4, car une base de E qni contient 
forcement n elements serait liee. 

3) Parmi tons les systemes libres de F, on en choisit un maximal et on le note (/i, ...fm)- 
Le nombre des vecteurs de ce systeme est necessairement inferieur a dim E, d’apres le 
lemme 1.5.4. Ce systeme est forcement generatenr, car si x E F, le systeme {x, fi, ...fm) 
est lie puisque (/i, ...fm) est libre maximal, et done x pent s’ecrire comme combinaison 
lineaire des vectenrs du systeme (/i, ...,fm) comme dans 1). 

Si F est nn sons-espace verifiant dimE = dimF, alors F = E, pnisqu’nne base de F 
etant nn systeme libre de E, possedant n vecteurs est aussi une base de E en vertu de 1). 

Un autre moyen de former une base dans nn K-espace vectoriel est le snivant ; e’est 
le theoreme de la base incomplete. 
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Theoreme 2.2.7 . Soit E un espace vectoriel de base (ei,...,e„) et soil un 

syste me libre. Alors il existe n — m vecteurs parmi les vecteurs ei,...,Cn tels que le 
systeme constitue de ces n — m vecteurs et des vecteurs fi, fm forme une base de E. 

Preuve. On voit que si m < n, alors il existe un des vecteurs tel que (/i, ...fm, Oi) 

soit libre. Sinon, pour tout i = tous les systemes seront lies et les 

vecteurs Ci, seront combinaisons lineaires des vecteurs /i, ...fm et done le systeme 
(/i, fm) sera generateur de E, ce qui est impossible. En posant fm+i = e*, on itere le 
precede jusqu’a obtenir n vecteurs libres fj. Ils torment alors une base. Cette methode 
est constructive. 

Exemples 2.2.8 . Dans R^, on prend la base canonique (ci, C2, 63, 64) et le systeme libre 
suivant : /i = Ci + 2 c 2 et f 2 = — Ci + 62 . Le completer en une base de de R^. On a : 
(/i,/2,ei) est lie 
(/i,/2,e2) est lie 
(/i,/2,e3) est libre 

(/i; /2, 63, 64) est libre. Ces quatres vecteurs forment une base de R^. 


Rang d’un systeme fini de veeteurs 

Definition 2.2.9 . On appelle rang du systeme de vecteurs (xi, ...,Xn) la dimension du 
sous- espace vectoriel engendre par ce systeme. 

Exemples 2.2.10 . Dans ILO, considerons le systeme des trois vecteurs : 

xi = (1,0,0,0), a;2 = (0, 1,0,0), 0:3 = (1, 1, 0, 0). 

Il est clair que le systeme {xi, X 2 ) est libre dans DC^ et que X 3 = Xil- X 2 . Par consequent, 
le sous-espace F engendre par {xi,X 2 , X 3 ) est aussi engendre par le systeme libre (xi, X 2 ) 
et par suite le rang de F est 2. 

Proposition 2.2.11 . Le rang d’un systeme de vecteurs est le nombre maximum de 
vecteurs libres que Von peut extraire de ce systeme. 



2.3. SOMME DE SOUS-ESPACES VECTORIELS 


29 


2.3 Somme de sous-espaces vectoriels 

Somme de deux sous-espaees 

II est a noter que la reunion de deux s.e.v d’un K-espace vectoriel n’est pas en general 
un s.e.v. Pour remedier a cet inconvenient nous allons remplacer I’union des s.e.v par 
une operation plus convenable qui est la somme des s.e.v. 

Definition 2.3.1 . Soit E un IK-espace vectoriel, de dimemsion finie ou non, F et G 
deux sous-espaces vectoriels de E. On appelle somme de F et G I’ensemble, note F + G, 
defini par : 

F G = {z E E /3 X E F, y E G , z = x -\-y}. 

Proposition 2.3.2 . La somme F + G de deux s.e.v d’un IK-espace vectoriel E est un 
s.e.v de E. De plus c’est le plus petit s.e.v de E (au sens de I’inclusion) contenant FUG. 

Preuve. Soient deux elements x y et x' -\- y' E F -\- G avec x,x' E F et y,y' E G et 
soit a et P deux scalaires, on a a{x y) + P{x' -\- y') = {ax + Px') + {ay + Py') E F + G. 
Done F + G est un s.e.v de E. II est clair que F + G contient F et G, done F U G. 
D’autre part, tout sous-espace, contenant FUG, doit contenir aussi la somme x + y avec 
X E F et y E G. Un tel sous-espace contient done F + G qui est, par consequent, le plus 
petit sous-espace contenant F UG. 

Definition 2.3.3 . Soit E un IK-espace vectoriel et F,G deux s.e.v de E. On dit que 
la somme F + G est directe et on note F Q) G, si tout element de F + G s’ecrit d’une 
maniere unique sous la forme x + y avec x E F et y E G. 

Proposition 2.3.4 . Soit E un IK-espace vectoriel et F,G deux s.e.v de E. II y a 
equivalence entre : 

1. F + G est directe. 

2. FOG = {0}. 

3. X + y = t) avec x E F et y E G x = y = t). 
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Preuve. 1) 2) Si 2 : G F fl G, peut s’ecrire z = z + 0 = 0 + z. La decomposition 

etant unique, z = 0. 2)=^ 3) Si a; + ?/ = 0 avec x E F et y E G, alors x = —y E FnG = 

{0}. 3)^> 1) Si x + y = x' + y' avec x,x' E F et y, y' E G, alors on a (x — x') + iy — y') = 0 
avec X — x' E F et y — y' E G ; done x = x' et y = y' . 

Definition 2.3.5 . Soit E un IK-espace vectoriel et F, G deux s.e.v de E. On dit F et G 
sont supplementaires, et on note E = F ®G, si tout element de E s’ecrit d’une maniere 
unique sous la forme x + y avec x E F et y E G. 

En d’autre termes, F = F © G si les deux conditions suivantes sont realisees : 

1. F = F + G. 

2. La somme F + G est directe (i.e F fl G = {0}). 

Definition 2.3.6 . Soit E un IK-espaee vectoriel et soit F un s.e.v de E. On appelle 
supplementaire de F (sous-entendu dans E) tout s.e.v G de E verifiant E = F ® G . 

Proposition 2.3.7 . Soit E est un IK-espace vectoriel de dimension finie. Tout sous- 
espace vectoriel F de E admet au moins un supplementaire G ; de plus tous les supplementaires 
ont pour dimension dimE — dimF . 

Preuve. Si (ci, est une base de F et (/i, ...fm) une base de F, le theoreme de 

la base incomplete nous permet de completer la base de F par n — m vecteurs pour 
former une base de E. Ces n — m vecteurs engendrent un sous-espace vectoriel G qui 
sera supplementaire de F. 

Proposition 2.3.8 . Soient F etG deux sous-espaces vectoriels de dimension finie d’un 
espace vectoriel E. Alors F + G est de dimension finie et on a : 

dim{F + G) = dimF + dimG — dim{F fl G). 

Preuve. Soit (ci, ..., Cp) une base de FflG, que I’on complete en une base (ci, ..., Cp, /i, ..., /g) 
de F et (ei, ..., Cp, gi, ...,gr) de G. On verifiera alors que (ci, ..., Cp, /i, ..., fg, gi,..., gr) est 
une base de F + G. 


Somme de plusieurs sous-espaees 
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Definition 2.3.9 . Soit E un IK-espace vectoriel, de dimemsion finie ou non, Ei,...,En 
n s.e.v de E. On appelle somme des s.e.v Ei, E 2 , ...,En I’ensemble, note E\ + ... + En, 
defini par : 


El + E^ + ... + En — {z E E /3 Xi E El, ..., Xn E E^ , Z — Xi + Xn\- 

Theoreme 2.3.10 . La somme Ei + E 2 + ... + E^ den s.e.v d’un IK-espaee vectoriel E 
est un s.e.v de E. De plus e’est le plus petit s.e.v de E (au sens de I’inclusion) contenant 
les s.e.v El, E 2 , ..., En. 

Definition 2.3.11 . Soit E un M-espaee vectoriel et Ei, E 2 , ..., En, n s.e.v de E. On 
dit que la somme Ei + E 2 + ... + En est directe et on note Ei (B E 2 ® ... (B En, si tout 

X E El + ... + En s’ecrit d’une maniere unique sous la forme x = Xi + ... + Xn avec 

XI E El, ..., Xn E En. 

Proposition 2.3.12 . Soit E un IK-espace vectoriel et Ei,E 2 , ...,En, n s.e.v de E. II y 
a equivalence entre : 

1. El + ... + En est directe. 

2. WiE[l,n], E,f]Y.Ej = {0}. 

3. \t{Xi,X2, ...,Xn) E EiX E 2 X ... X En, TfCl D = 0 Xi = ... = Xn = 0. 

Definition 2.3.13 . Soit E un IK-espace vectoriel et Ei, ...En n s.e.v de E. On dit que 
E est somme directe des s.e.v Ei, ...En et on note E = Ei® ... ® En, si tout element de 
E s’ecrit d’une maniere unique sous la forme Xi + ... + Xn avec Xi E Ei, ...,Xn E En. 

En d’autres termes, E = Ei® ... ®En si les deux conditions suivantes sont realisees : 

1. E = Ei + ... + En. 

2. V*e[l,n], E,f]Y.Ej = {0}. 


Remarques 2.3.14 . 
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1. Si E est un IK-espace vectoriel de base (ei,...e„), alors on a : 

E =< > ©...© < Cyi > . 

2. Si F et G sont deux s.e.v en somme directe, alors dim{F ® G) = dimF + dimG. 

3. Si F et G sont deux s.e.v en somme direete, alors une base de F ® G s’obtient en 
reunissant une base de F et une base de G. 

4 . Inversement, si on seinde une base d’un IK-espaee vectoriel E en deux systemes dis- 
joints, ees deux systemes engendrent deux sous-espaees vectoriels supplementaires. 



Chapitre 3 


Les applications lineaires 


Dans ce chapitre et dans les snivants, IK designera nn corps commntatif qnelconque 
(le plus souvent IK = R on (D). 

3.1 Generalites 

Applications lineaires 

Definition 3.1.1 . Soient E et E' deux espaees veetoriels sur IK et f une application 
de E dans E' . On dit que f est lineaire, si : 

1. f{v + tc) = f{v) + f{w), Vn, w E E. 

2. /(An) = A/(n), Vn E E, y\ E IK. 

L ’ensemble des applications lineaires e E dans E' est note C{E,E'). Une application 
lineaire de E dans E est appele endomorphisme de E. L ’ensemble des endomorphismes 
de E est note jC{E) 


Remarques 3.1.2 . Pour toute application lineaire f , on a /(O) = 0 puisque f est un 
homomorphisme de groupes. 
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Exemples 3.1.3 . 

1. L’application f : E ^ E' qui associe a un element v & E, le vecteur nul est 
lineaire; elle est elite application nulle. 

2. L ’application f : E ^ E qui associe a un element v & E, le vecteur v est lineaire ; 
elle est dite application identique de E. 

3. L’application f : E ^ E qui associe a un element v E E, le vecteur av (a G IK) 
est lineaire; elle est appele homothetie de rapport a. 

4- L’application f : R[X] — R[X] qui associe a un polyndme P, sa derivee P' est 
lineaire; elle est dite derivation. 

5. Soit E = El® E 2 - L’application Pr^ \ E ^ E\ qui associe a vecteur x = x\ + X 2 , 
le vecteur xi {x\ G Ei,X 2 G E 2 ), est lineaire; elle est appele projection sur E\ 
parallelement a E 2 - 

6. Soit D un vecteur de E. L’application r : E ^ E qui associe a u vecteur v, le 

vecteur w + vq e.st non lineaire ; car r(0 ) = vq 7^ 0 ; elle appelee translation. 

Images et noyau 

Proposition 3.1.4 . Soit f G C{E,E') et F un sous-espace vectoriel de E. Alors f\F) 
est un sous-espace vectoriel de E' . En particulier f\E) est un sous espace vectoriel de 
E' appele image de f et note Imf . Sa dimension est appele rang de f. 

Preuve. On salt que f{F) est un sous groupe de E', il suffit done de verifier la stabilite 
pour I’operation externe. Soit A G IK et f{v) G f{F), on a \f{V) = f{Xv) G f{F). 

Proposition 3.1.5 . Soit f G C{E,E’), Kerf = {x E E : f{x) = 0} est un sous- 
espace vectoriel de E, appele noyau de f . 

Preuve. II suffit de verifier la stabilite pour I’operation externe. Si A G IK et a; G E, 
on a f{\x) = \f{x) = AO = 0 et par suite Xx E kerf. 

Proposition 3.1.6 . / est injective si et seulement si Kerf = {0} 
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Exemples 3.1.7 . 

1. Soit E = E\ ® E 2 . On a ImPr^ = E\ et KerPr.^ = E 2 . 

2. Soit D : R[X] i?[X]4 I’application derivation. On a KerD = R et ImD = R[X] 

3. Soit f \ R^ ^ R2 I’application definie par f{x,y,z) = (2x + y,y — z). On a : 

Kerf = {{x,y,z)GR^\ y = —2x et z = y} = {{x, —2x, —2x) : xER}.Kerfest 
la droite vectorielle engendre par (1, —2, —2). 

Imf = {{x',y') G R^ : 3{x,y,z) E R^ : x' = 2x + y, ety' = y — z}. Soit 

{x',y') G R^ . En posant X = ^^^,y = y',z = 0, on verifie que f{x,y,z) = {x',y'), 
done f esr surjective, d’oii Imf = R? . 

Proposition 3.1.8 . Soit f G C{E,E') et (vi, ...,Vn) un systeme de vecteurs de E. 

1. Si f est injective et le systeme {vi, ..., Vn) est lihre dans E, alors le systeme (/(wi ), ..., f{vn)) 
est litre dans E' . 

2. Si f esr surjective et le systeme {yi,...,Vn) est generateur de E, alors le systeme 
{f{vi), ...,f{vn) est generateur de E' . 

En particulier si f est bijective, I ’image d’une base de E est une base de E' . 

i=n 

Preuve. 1) Supposons que ^ \f{vi) = 0 avec Ai, A„ G K. Comme / est lineaire, 

i=l 

i=n i=n 

fC^Xifvi) = 0 ; et done ^ AjUj = 0 compte tenu de I’injection de /. L’independence 

i=\ i=\ 

du syseme (ui, ...,Vn) entraine Ai = ... = A„ = 0. 2) Soit y G E' , il existe done x E E te\ 

i=n 

que f{x) = y. Or on pent eerire x = XiVi oil les A, G K. II s’en suit que y = f{x) = 

i=l 

i=n i=n 

fiYl 

i=\ i=\ 

Theoreme 3.1.9 . Deux espaces vectoriels de dimension finie sont isomorphes si et 
seulement si, Us ont la meme dimension. 

Preuve. Si f : E ^ E' est un isomorphisme, alors d’apres la proposition 
preeedente I’image d’une base de E est une base de E', done E et E' ont la meme 
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dimension. 

<;= Supposons que dimE = dimE' et soit (ei,...,en) une base de E et (e'^,...e'„) une 

i=n i=n 

base de E'. Soit f : E ^ E' definie par /(^ AjCj) = ^ Ajc'. II est facile de voir que / 

i=l i=l 

est lineaire bijective. 

Corollaire 3.1.10 . Soit E u espace vectoriel de dimension finie sur IK, alors E est 
isomorphe d EC si et seulement si dimE = n. 

Theoreme de la dimension 

Theoreme 3.1.11 . Theoreme de la dimension. Soient E et E' deux espaces vectoriels 
de dimension finie et f E C{E,E'), alors dimE = dim{Ker f) + dim{Imf). 

Preuve. Supposons que dimE = n, dim{Kerf) = r et montrons que dim{Imf) = 
n — r. Soit (tci, ...,Wr) une base de Kerf et completons la pour obtenir une base de E, 
en I’occurence {wi, ...Wr,vi, ...Vn-r)- montrons que B = {f{vi),...f{vn-r)) est une base 
de Imf. B engendre Imf en effet f{x) = f{aiWi + ... + arWr + AiUi + ... + \n-rVn-r) = 

i=n—r i=n—r i=n—r 

Y, B est libre puisque si ^ Xif{vi) = 0, alors /( ^ XiVi) = 0 et done 

i=l 2 = 1 2=1 

i=n—r i=n—r i=r 

Y XiVi e Kerf. II s’en suit que Y = XI Xif{vi) 

2=1 2 = 1 2=1 

Corollaire 3.1.12 . / G C{E,E'), E et E' etant de meme dimension, alors les pro- 
prietes suivantes sont equivalentes : 

1. f est injective. 

2. f est surjective. 

3. f est bijective. 

Preuve. II suffit de montrer que 1) 2). De I’^alite dimE = dim{Kerf) + 

dim{Imf), resulte / injective Kerf = {0} dimE = dim{Imf) dimE' = 
dim{Imf) E' = Imf / surjective 
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Remarques 3.1.13 . 

1 . Ce resultat est faux en dimension infinie. L’application derivation D : R[X] 
R[X] qui a un polyndme P fait correspondre P' est surjective mais non injective. 

2 . Une application lineaire f est parfaitement definie si on connait I ’image des vec- 
teurs d’une base, car d’apres la linearite de f on a : 

fix) = fiHfZiXiCi) = 'Efzfxifici), done si on connait /(d), /(e^) / est 
connue en tout x. 

Algebre C{E) et projecteurs 

Soit E un K-espace vectoriel et C{E) I’ensemble des endomorphismes de E. On 
munit CiE) des lois suivantes : 

- C{E) X C{E) ^ C{E), {f,g) ^ f + g 
-lKxC{E)~^C{E), {X,f)^X.f 
-C{E) X C{E) ^ C{E), {f,g)^fog. 

La proposition suivante est facile a etablir ; 

Proposition 3.1.14 1 . (C{E), +, .) est un IK-espace vectoriel 

2 . iC{E), +, o) est un anneau. De plus A(/ o g) = (A/) o g = f o (Xg). 

Les proprietes 1 et 2 expriment que CiE) est une algebre sur IK. 

Soient E un K-espace vectoriel, Ei et E2 deux sous-espaces vectoriels de E tels que 
E = El 0 ) E2. On definit Pri \ E ^ E avec Pri(a;i -|- X2) = Xi, Xi G Pi, X2 G P2. Pri 
est appelee projection sur Pi parallelement a P2. On definit aussi Pr2 : E ^ E avec 
P2ixi + X2) = X2. 

Proposition 3.1.15 1 . Pri est application lineaire, KerPri = P2 et ImPri = Pi 

2 . Pri o Pn = Pri, Pri -|- Pr'2 = idE et P^l o Pv2 = P ^2 o Pn = 0 

3 . E = KerPri © ImPri = KerPr2 © ImPr2. 


Preuve. 1 ) Ri x = Xi + X2 Qt y = yi + 1/2, alors on Pri{x + y) = Pri{[xi + yi) + ix2 + 
1/2)) = Xi + yi = Pri{x) + Priiy) et PriXix) = Pri(Aa;i + Aa;2) = Axi = XPri{x). II est 
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facile de voir que KerPri = {x = X\ + X2 / Pri{x) = D} = {x = Xi + X2 jx\ = D} = E2 
et ImPr'i = {Pr\x) /x = x\ + X2 G E} = {x\ jx\ G Ei} = Ei. 2 ) Si a; = Xi + X2, 
on a Pr\ o Pri[x) = Pri(a;i) = X\ = Pri{x) et (Pri + Pr2){x) = Pri{x) + Pr2{x) = 
Xi + X2 = X. II est clair que Pri o Pr2{x) = Pr i{x2) = 0 et de meme ona Pv2 o Pri = 0 . 
3 ) Finalement on a P = Pi © P2 = KerPr2 © ImPr2 = KerPri © ImPvi. 

Definition 3.1.16 . Un endomorphisme p G P(P) est dit projecteur si p op = p. 



Chapitre 4 

Applications lineaires et Matrices 


Matrices Associees aux Applications lineaires 

Soient E et E' deux espaces vectoriels sur K, de dimension n et p respectivement, et 
f : E ^ E' une application lineaire. Choisissons (ei, une base de E et {e[, 

une base de E', les images par / des vecteurs ei,...Cn se decomposent sur la base 

/(ei) = an^'i + 02162 + ... + OpiCp 
1(^2) = + O2262 + ••• + flp26p 


fi^n) — + a2n^2 + ... + Opn6p 


Definition 4.0.17 . On appelle matrice de f dans les bases (ei,...,e„), (e[,...,e'p) la 
matriee notee M(/)g.,e'. appartenant a Ain,p{dK) dont les colonnes sont les composantes 
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des vecteurs /(ei), /(c2), /(e„) dans la base ej,) ; 


/ ail 0-12 
^21 ^22 





^In \ 


V dpi dp2 




II est clair que la matrice associee a f depend du choix des bases de E et E 


/ 


Exemples 4.0.18 . 

1 . Soil E de dimension nfinie et ids ■ E ^ E V application qui a x associe x. On 


M{idE)ei — 


de 

E. 

On a 


n 

0 

0 ... 

o\ 

0 

1 

0 ... 

0 

0 

0 

1 ... 

0 




0 




0 

Vo 

0 


1/ 


= L 


matrice unite de AAn{IK). 

2 . Soit E = et Pi \ ^ B^ I’application lineaire qui a (x,y) associe (x, 0 ). 

Considerons la base canonique (61,62) de B^. On a Pi{ei) = 61 , -Pi (62) = 0 et 


M(Pl)e. = 


1 0 
0 0 


3 . Soit (61, 62, 63) la base canonique de B^ et {e'l^ e'2) la base canonique de B^. Considerons 


I’application lineaire f : 
.X /I -1 O' 

M(/)e.e;=L ^ 


B-^ 


B^ 


qui a {x,y,z) associe {x — y, z — y) . On a 


4 - SoitD : Bi[t] Bs[t] I’application lineaire qui dp(t) associe p' (t) . On a = 
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/O 

1 

0 

0 

0\ 

0 

0 

2 

0 

0 

0 

0 

0 

3 

0 

Vo 

0 

0 

0 

4/ 

ment 

de 

! R 4 

■\t] 

et R 


. (ei,...,e 5 ) et {e'^, 


etant les bases canoniques respective- 


Proposition 4.0.19 . Soient E et E' deux IK-espaces vectoriels de dimension n et p 
respectivement, (e*, i = 1, ...n) et (e'-, j = 1, ...,p) des bases de E et E' . Alors Vaplication 
M : C{E,E') AAp^n{lK) qui a f associe est un isomorphisme d’espaces 

veetoriels. En partieulier dimC{E, E') = np 


Preuve. IL est facile de verifier la linearite de M. Soit / G KerM, done M(/)e.,e' = 0 
et par suite /(ei) = f{e- 2 ) = ...f{en) = 0 d’ou / = 0 et M est injective. Elle est aussi 

/ Oil Oi2 ... Oln\ 

^21 ^22 ••• 0 - 2 n 


surjective, car si A = 


on construit / en posant : 


\ dpi Ojp2 

/(ci) = aiie'i + 02162 + ••• + OpiCp 
/(e2) = 0126^ + 02262 + ... + Op26p 




f (,^n) “1“ ® 2 n 62 4“ ... 4“ dpn^p- 

Pour X & E, X = xiCi 4- ■■■Xnen avec Xi G K. On pose f{x) = xif{ei) + ... = Xnf{en)- 
On verifie que / est lineaire et = A. 

Soient E,E,G trois K-espaces vectoreils, / G C{E,E), g G C{E,G). Soient B = 
(6i, ..., 6n), C = {e[, 6^) et "D = (6”i, ...,e”n) des bases respectives de E, E, G. Posons : 
Mscif) = {akj) matrice de type (p,n) 

Mcv{g) = ikk) matrice de type (m,p) 

Mscig ° /) = (cp) matrice de type {m,n) 
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On a alors Vj = 1, ...n : 

9 ° /(O) = g{f{e,)) = 9{ElZ>kA) = ES?a.,(E£r WJ = 

Eti Ei=r E*=r (Et? b,kakj)e\ 

Proposition 4.0.20 . Avec les notations precedentes on a : Msv{,g°f) = Mcv{g)MBcif)- 

Matrice de I’inverse d’une application lineaire 


Proposition 4.0.21 . Soient E et E' deux espaces vecroriels de meme dimension et 
de bases respectives B et B' . f G C{E,E') est bijective si et seulement si e.st 

inversible. De plus = M{f)BB~^ ■ 

Preuve. Comme f o f~^ = f~^ o f = Me, M{f~^ o /)g = M(/ o /“/ = M{idE) = 
M{id'E) et par suite M(/-^)M(/) = M{f)M{f~^) = I, cad = M{f)~\ 

Matrice colonne 


Soit E un espace vectoriel, B = (ei,...e„) une base de E. Chaque vecteur x E E 

s’ecrit x = x\ei + ... + XnCn- On pent ainsi associer a chaque vecteur x E E une matrice 

fxi\ 


X2 


du type (n, 1) suivante X = 


V / 

Une matrice de ce type s’appelle une matrice colonne. Une matrice colonne pent etre 
interpretee comme matrice de I’application lineaire X : IK ^ E qui a chaque A G IK 
associe \x. On a X = Mi^g(X) on (1) est la base canonique K. 


Proposition 4.0.22 . Soient E, F deux espaees vectoriels munis respectivement des 
bases B = (ci, ..., e„), C = (e[, ...,e'p) et f E C{E, F). Soient Y la matriee colonne assoeie 
a f{x) dans la base C et X la matriee colonne de x dans la base B. On aY = Mbc-X 
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Preuve. Nous pouvons utiliser la proposition precedente. On a : 

VA e K . / o x(A) = f{X{\)) = f{Xx) = Xf{x) = f{x){X) cad / o X = f{X) et par 
passage aux matrices on a Y = M^c-X 


Changement de bases. Soient B = (ei,...,e„) et B' = (e'^, e'^) deux bases d’un 
espace vectoreil E. 


Definition 4.0.23 . On appelle matrice de passage de la base B a la base B' , la matrice 
P, earee d’ordre n, dont la jeme colonne est formee des coordonnees du vecteur e'j 
dans la base B. Autrement dit si e'- = (j = alors P = (pij) = 


fPn 

P12 ■ 

•• Pln\ 

P21 

P22 ■ 

• to 

\Pnl 

Pn 2 ■ 

Pnn / 


Exemples 4.0.24 . Si E est un espace vectoriel de base (61,62) et (6'^, 63) avec e[ = 
3 ei + 62 et 62 = — 26i + 562, alors la matrice de passage de la base (61,62) a la base 


U ) '^2 


6n) est P = 


Interpretation. Pour tout indice j, la jeme colonne de P est I’expression du vecteur 
e')j dans la base B. P est done la matrice de I’application identitee de E dans E qnand on 
mnnit an depart E de la base B' et a I’arrivee de la base B. Antrement dit P = M^'Bi'ldE)- 


Theoreme 4.0.25 . Soient B et B' deux bases de E, P la matrice de passage de B a 
B' et P' la matrice de passage de B' a B. Alors PP' = P' P = I et aindi P' = P~^ . 

Prenve. Considerons le diagramme : (E, B') {E, B) {E, B'). Comme idoid = id, 

en passant aux matrices on obtient Mb' {id) = Mbb'AIb'b cad / = PP’ = P’P. 


Action sur les coordonnees. 

Proposition 4.0.26 . Soient x E E, B et B' deux bases de E et P la matrice de passage 
DE B a B' . Soient X la matrice colonne de x dans B et X' la matrice colonne de x dans 
la base B' . On a X = PX' et aisi X' = P~^X. 
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Preuve. Decoule immMiatement de I’^alite id{x) = x on id : {E,B') {E,B') et 

de la proposition. 


Exemples 4 . 0.27 . Soit muni de deux bases, la base eanonique (61,62) et la base 
(6'^, 62) definie par e[ = 2 ei + 62 et 63 = 36 i + 262- Soit x = 2 ei + 862, ealculons les 


composantes de x dans la base (6'i,62 
2 -3\ /2 


X' = 


-1 


On a P = 
V et ainsi x' = — 56 '^ + 462 


2 

1 


3 

2 


= 


2 

-1 


Proposition 4 . 0.28 . Soient E et E' deux espaees ceetoriels de dimension finie et f E 
C{E,E'). Soient B = (61, 6„), C = (ei,...,e„) deux bases de E et B' = (e[,...,e'p), 
C = (e'l, 6p) deux bases de E' . Notons A = ^ P la matrice de 

passage de B a C et Q la matrice de passage de B' a C . On a alors A' = Q~^AP. 


Preuve. Considerons le diagramme : 
{E,B)^{E',B') 


{E,C^{E',C') 

On a f o idE = M'e o /, et done M{f)cc'M{idE)BC = M{id'E)i3'C'M{f)BB' cad A'P~^ = 
Q~^A on encore A' = Q~^AP. 

Corollaire 4.0.29 . Soit f G jC{E) et B = (6i,...,6n), B' = {e[,...,e'^) deux bases de 
E. Notons A = A' = M{f)e{ et P la matrice de passage de B a B' . On a alors 

A' = P-^AP. 


Definition 4 . 0.30 . Beux matrices A, A' G M.n{IK) sont dites semblables s’il existe une 
matrice P G AAn{IK) inversible telle gue P~^AP = A' . 


Exemples 4 . 0.31 . Soit f I’endomorphisme de gui dans la base canonigue (61,62) 

/3 -1\ 

. Determinons la matrice A qui 


0 


est represnte par la matrice A = = 

represente f dans la base (6'^, 62) avec 6'^ = (0, —1) et 63 = (1, 1). On a 

1 -1\ /3 -1\ / 0 1\ /5 -2' 


A' = P-^AP = 


0 


0 


-1 1 


0 
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Rang d’une Matrice. 

Definition 4.0.32 . Soil (wi,...,w„) un systeme de vecteurs de IK^, on appelle rang 
du systeme la dimension de I’espace engendre par les vecteurs Vi. Soit A G M.pn{lK), 
A = (ci, ...,Cn) oil I’on a note Ci les vecteurs colonnes de A (ci G M^). On appelle rang 
de A le rang du systeme des vecteurs colonnes de A. 

Lemme 4.0.33 . Soient E, F, G des espaces vectoriels de dimension finies, f G C{E, F) 
et g E E{G, E). On a 

1. Si g est surjective, alors rang{f) = rang{f o g), 

2. Si f est injective, alors ranging) = rang{f o g). 

Preuve.l) rang{f) = dim{f{E)) = dim{f{g{G)) = dim{f o g){E) = rang{f o g). 

2) Soit {g{vi), g{vr)} une base de Img. Le systeme {f{g{vi)),...,f{g{vr))} est libre 
puisque / est injective et il est generateur de Im{fog) car si y G Im{fog), on pent ecrire 
y = if °g){x) = f{g{x)) = fiEiaigivi)) = Eiadigivi)), done {f{g{vi)),...J{g{vr))} 
est une base de Im{f o g), d’oii ranging) = rang{f o g). 

Proposition 4.0.34 . Soit f G C{E,E'). Soient (ci, ...e„) et (ej, ...e^) deux bases guel- 
congues de E et E' respectivement et A = M(/)g.,e' ■ On a alors rangf = rang A. Ainsi 
deux matrices gui representent la meme application lineaire en des bases dijferentes ont 
meme rang, en particulier deux matrices semblables ont meme rang. 

Preuve. On considere le diagramme suivant : 

B) (KP, B') 

{E,C^{EjC) 

u et V sont definies de la facon suivante : 

u{fj) = 6i, u{fj) = e'j avec B = la base canonique de IK”, B' = ,/p} la 

base canonique de On ah = v~^ofou et I’application h a precisement A comme ma- 
trice dans les bases canoniques car h{fi) = v~^ o f ou{fi) = v~^{f{ei)) = ajicb) = 

J2j O'jifj car A = (ajj) = M{f)cc- D’ou A = M{h)j.j', et done rang{A) = rangih). Mais 
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CHAPITRE 4. APPLICATIONS LINEAIRES ET MATRICES 


d’apres le lemme precedent rangih) = rang{v ^ o f o u) = rang{f o u) = rang{f). 


Matrices remarquables 

1. A = (ttij) G 7Wn(IK) est diagonale si aij = 0 pour i ^ j. 

2. A = (ttij) G 7W„(K) est triangulaire superieure si aij = 0 pour i < j. 

3. La transposee d’une matrice A = (aij) G 7W„(]K) est la matrice notee A* = (6^) G 
7Wn(]K) avec bij = aji. De plus on a les proprietes suivantes faciles a etablir ; 

(a) A*^ = A, {A + By = A^ + et (ABY = B^A* pour tout 

A,B e Mn{IR) et A G K. 

(b) L’application 0 : 7W„(1K) — > A^„(1K) qui associe a A sa transposee A^ est un 
isomorphisme d’espaces vectoriels. 


Definition 4.0.35 . Deux matrices A,B E M.n,p{IK) sont elites equivalentes s’il existe 
P G AAp{lK) et Q E Ain{IK) inversibles telles que B = Q~^AP. C’est en fait une 
relation (Inequivalence sur Mn^p{IK). 


Lemme 4.0.36 Soit A E A4n,p{IK). On a 


rang{A) = r A est equivalente a 


/I 0 . . 0 . 

0 10 . 0 . 

. . . . 0 . 

0 0 0 0 1 0 

. . . . 0 0 


0 \ 

0 

0 

0 


Vo 0 0 0 . 0 0 0 0/ 


Preuve. <^= trivial. 

A E A4n,p{IK) definit une application lineaire 0 : {EC, ef) {EC, et). On munit EC 
et EC des bases canoniques {ei, ..., e^} et {e[, ..., e^} respectivement. Soit r le nombre de 
vecteurs lineairement independents parmi les images des vecteurs de la base {ei, ..., e^} ; 
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cad Aci, Acp, qu’on pent supposer etre Aci, Acr, les autres Ae^+i , Acp peuvent 
s’ exprimer en fonction de ces derniers : 


j=r 

Ack = ^ CkjAcj, pour k = r + 1, ...,p 
j=i 

On definit une nouvelle base fi, fp dans IFO, comme suit : 


j=r 

fk = ek, pour k = l,...,ret fk = Ck - ^CkjCj, pour k = r + 1, ...p 

j=i 

On a alors Afk = 0 pour k = r + 1, ...,p. Posons alors Afj = tj pour j = 1, 2, ...r. 

Les tj sont par hypothese lineairement independents. Completons les pour obtenir une 
base de ILO , disons tr+i,...,tn- Considerons alors la matrice de I’applieation lineaire 0 
dans les nouvelles bases {/i, ...fp} et {ti, ...On}, on a alors : 


(\ 0 . 

0 1 0 


= 


0 

0 

0 


0 0 0 0 1 0 

. . . . 0 0 


0 \ 

0 

0 

0 




\0 0 0 0 . 0 0 0 0 / 


A et M[(j)) representent la meme application lineaire, et sont done equivalentes. 


Theorems 4-0.37 Soient A,B E M.np{lK). A et B sont equivalentes si et seulement 
si rang(A) = rang{B). 


Preuve. ^ trivial 

<^= Si rang{A) = rang{B) = r, alors d’apres le lemme precedent A est equivalente a Jr 
et de meme B est equivalented Jr, et par suite A est equivalente a B. 

Theorems 4-0.38 . Soit A G A4np, alors rang{A) = rang{A^). C’est a dire que le 
rang d’une matrice A est aussi la dimension de I’espace engendre par les vecteurs lignes 
de la matrice A. 
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CHAPITRE 4. APPLICATIONS LINEAIRES ET MATRICES 


Preuve. Supposons que rang{A) = r, done A est equivalente d Jr et par suite il 
existe P G A4.p{IK) et Q E A4n{IK) inversibles telles que A = Q~^JrP. Done A* = 
P*Jr{Q~^y = {P~^^)~^Jr{Q~^Y = {P~^^)~^ Jr{Q~Y^ ear Jr est symetrique, d’ou A^ est 
equivalente a Jr et done rang{Ay = r = rang{A). 


Exemples 4-0.39 Determinons le rang de la matriee : 


A 


/I 2 0 -1\ 

2 6 -3-3 


\3 10 -6 -5J 

On utilise les operations elementaires sur les lignes : 


On a rang{A) = rang{ 

/I 2 0 -1^ 

0 2-3-1 

) = rang{ 

/I 2 0 -1\ 

0 2-3-1 


yO 4 -6 - 2 ) 


0 

0 

0 

0 


teurs lignes sont libres, d’ou le rang de A est egal a 2. 


. Les deux vee- 



Chapitre 5 


Valeurs propres et vecteurs propres 


5.1 Valeurs propres et vecteurs propres 

Definition 5.1.1 . Soit f G C{E), dimE = n > 1. On appelle de vecteur propre de f 
tout vecteur x & E tel que f{x) soit colineaire d x i.e 3X E IK, tel que f{x) = \x. 

. Comme /(O) = 0, le vecteur nul est toujours un vecteur propre et de plus pour tout 
scalaire X E IK on a f{0) = XO. Mais si x est un vecteur propre non nul, alors le scalaire 
X est unique. En effet si f{x) = Xx = p,x, alors (X — p)x = 0 et done X = p,. 

Definition 5.1.2 . Soit f E E{E). On dit qu’un scalaire X E IK est une valeur propre 
de f s’il existe un vecteur propre x E E , x ^ 0 tel que f{x) = Xx. On dit que x est un 
vecteur propre de f associe a X. 

Exemples 5.1.3 . 

1. Soit E un IK-espace vectoriel et h\ : E ^ E I’homothetie de rapport X i.e h\[x) = 
Xx. II est clair que tout vecteur de E est un vecteur propre et X est la seule valeur 
propre. 

2. Supossons dimE = n, f E C{E) et qu’il existe une base B de E telle que la matrice 
M{f)B soit diagonale i.e M(/)g = diag{Xi, ...., Xn) . Alors chacun des vecteurs e* 
da la base est un vecteur propre de f associe a la valeur propre Xi 
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CHAPITRE 5. VALEURS PROPRES ET VECTEURS PROPRES 


Notations 5.1.4 ■ Soit f G C{E). Pour \ E IK, on definit I’ensemble 

Ex = Ker{f - XidE)- 

On a ainsi x E E\ ^ f {x) — \x = 0 f {x) = \x. Ainsi X est une valeur propre de f 
si et seulement si Ex ^ {0}. D’autre part Ex est un sous-espace vectoriel de E. 

Proposition 5.1.5 . Soient f E C{E) et X E IK. On a 

X valeur propre de f ^ Ex ^ {0}. 

Si X est une valeur propre , alors Ex ^ {0} s’appelle sous-espaee proopre asocie a la 
valeur propre X. 

Definition 5.1.6 . Soit f E C{E). On appelle spectre de f et on note Spect{f) I’en- 
semble des valeur s propres de f . 

5.2 Proprietes des valeurs propres et vecteurs propres 

Proposition 5.2.1 . Soient f G C{E), dimE = n et X E IK. Les proprietes suivantes 
sont equivalentes. 

1. X valeur propre de f. 

2. Ex ^ { 0 } 

3. f — XidE n’est pas injective 
4- f — XidE n’est pas bijective 

5. det{f — XidE) = 0 i.e (det{M{f — XidE)t 3 ) = 0 ou B est une base de E) 

Proposition 5.2.2 . Si f E C{E), alors 

1. Si X et p, sont deux valeurs propres de f distinctes, alors ExO E^^ = {0} 

2. Si Xi,...,Xp sont des valeurs propres de f distinctes deux a deux, alors la somme 
-Eai + ••• + Exp est directe 

Preuve. 1) II est clair que si f{x) = Xx = px, alors (A — p)x = 0, et ainsi x = 0. 
Pour 2) elle se fait par recurrence sur I’entier p. 



5.3. POLYNOME CARACTERISTIQUE 
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5.3 Poly no me caracteristique 

Correspondance 

Remarques 5.3.1 Soient f G E{E), dimE = n > 1, B une base de E. Soient x E E, 
X le vecteur colonne de x dans la base B et A = M{f)s. On a 

f{x) = Xx^AX = XX 

Definition 5.3.2 . Soient n>l et A E AAn{lK). 

1. On appelle vecteur propre de A tout vecteur colonne X (a n lignes) tel qu’il existe 
un scalaire X E IK : 

AX = XX. 

2. On appelle valeur propre de A tout scalaire X E IK tel qu’il existe un vecteur colonne 
X E AA.ni{IK) , X 7 ^ 0, tel que 

AX = XX. 

Proposition 5.3.3 . Soient A E A4n{lK), X E IK. Les propositions suivantes sont 
equivalentes : 

1. X valeur propre de A 

2. A — XIn n’est pas inversible 

3. det{A — XIn) = 0 

Definition 5.3.4 ■ Soit A E AAn{lK). On appelle polyndme caracteristique de A et on 
note Pa{K) le polyndme Pa{K) = det{A — XR). 

Remarques 5.3.5 . Soit A E A4n{lK). 

1. Les valeurs propres de A sont les racines du polyome carateristique Pa{X) = det{A — 
XI). 

2. Si X est une valeur propre de A, alors E\ = {X E AAni / {A — XIRX = 0} est le 
sous-espace propre associe a X. 
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CHAPITRE 5. VALEURS PROPRES ET VECTEURS PROPRES 


Proposition 5.3.6 . Soit A = (aij) G A4n{IK). Alors le polyndme carateristique de A 
est un polyndme de degre n, plus precisement : 

P^(X) = + ...detA. 

ou TrA = an + ... + Onn 


Exemples 5.3.7 . 



d)X + {ad — be) 

2. Soit A = 

valeur propre A 
On aX = 
Vect{{l, 0)) 



, alors on a Pa{X) = det{A — Xl 2 )= (a-X)(d-X)-eb= X)^ — {a + 

j . On a Pa{X) = det{A — XI) = (1 — X)“^, done A admet une seule 
= 1 . Deteminons les vecteurs propres de A associe a A = 1 edd E\ . 
& El ^ {A — I)X = 0 ^ 2y = 0, done i?i = {(x, 0) / x E R} = 



